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Бинарный байесовский классификатор

• 𝐷 = 𝑋, 𝑌 – случайный вектор с распределением 𝑃;

• 𝑋 ⊂ [0, 1]𝑑, 𝑌 ∈ {±1};

• 𝑠: 0,1 𝑑 → ±1 – классификатор;

• 𝑆 – носитель распределения вектора 𝑋.

Общая задача классификации:

𝑃 𝑌 ≠ 𝑠 𝑋 → min
𝑠

Байесовский классификатор 𝑠∗ 𝑥 строится на основе оптимальной дискриминантной 
функции 𝒈(𝒙) задачи классификации:

𝑠∗ 𝑥 = ൞

1, 𝑖𝑓 𝑔 𝑥 > 0 и 𝑥 ∈ 𝑆

любое из ± 1, 𝑖𝑓 𝑔 𝑥 = 0 или 𝑥 ∉ 𝑆

−1, 𝑖𝑓𝑔 𝑥 < 0 и 𝑥 ∈ 𝑆
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Модифицированный байесовский классификатор

Добавим 𝒎 "фоновых" векторов ෘ𝑋, ෘ𝑌 :

• ෘ𝑋 ⊂ [0, 1]𝑑 – равномерно распределённый шум на компакте 𝐾;

• ෘ𝑌 ∈ 0 – метка "фонового" класса.

Lukyanov K.S., Yaskov P.A., Perminov A.I., Kovalenko A.P., Turdakov D.Y. Extrapolation of the Bayesian classifier with an unknown support of the two-class mixture distribution (2024)

Оптимальное решение Ƽ𝑠∗(𝑥) основанное на модифицированном 
наборе данных не ухудшает 𝑔 𝑥 , но Ƽ𝑠∗(𝑥) равна 0 вне носителя.

Смесь двух распределений:
• 𝑋, 𝑌 ∈ 0,1 𝑑 × ±1,0 – новый вектор;

• 𝑃𝛼 = 𝛼𝑃 + 1 − 𝛼 ෘ𝑃, 𝛼 ∈ 0,1 ;

• ෘ𝑃 – распределение фона.
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Унарная классификация: смесь данных
• (𝑋, 𝑌) – случайная переменная;

• 𝑋 ⊂ [0, 1]𝑑 – вектор с плотностью смеси 𝛼𝑓 𝑥 + 1 − 𝛼 𝑝 𝑥 ;

• 𝑌 = 0 для фонового распределения и 𝑌 = 1 для целевого класса;

• 𝑓(𝑥) – равномерно непрерывная плотность целевого класса;

• 𝑝 𝑥 – плотность равномерного распределения на компакте 𝐾;

• 𝛼 – весовой коэффициент, 𝛼 ∈ 0,1 ;

Апостериорная вероятность (или регрессионная функция) 𝑌 при заданном 𝑋:

𝑔 𝑥 = 𝑃 𝑌 = 1 𝑋 = 𝑥 = 𝐸 𝑌 𝑋 = 𝑥 =
𝛼𝑓 𝑥

𝛼𝑓 𝑥 + 1 − 𝛼 𝑝 𝑥
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• 𝑔(𝑥) известна (ого!):

𝑥 из распределения, если 𝑔 𝑥 > 0.

• 𝑔 𝑥 неизвестна (обычно): 

Строим аппроксимацию по имеющимся данным.

Унарная классификация: решение задачи
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Унарная классификация: аппроксимация

Задача сводится к аппроксимации функции регрессии:

𝑐∗ 𝑥 = argmin 𝐸 𝑐 𝑥 − 𝑔(𝑥) 2

• 𝑐(𝑥) – непрерывная функция, определенная на компакте 𝐾;

𝐸 𝑐 𝑥 − 𝑌 2 = 𝐸 𝑐 𝑥 − 𝑔 𝑥 + 𝑔 𝑥 − 𝑌 2

𝐸 𝑐 𝑥 − 𝑌 2 = 𝐸 𝑐 𝑥 − 𝑔 𝑥
2
+ 𝐸 𝑔 𝑥 − 𝑌 2

не зависит от 𝑐(𝑥)

Задача средне-квадратичной аппроксимации (минимизация идёт по 
всем 𝑐(𝑥)):

𝑐∗ 𝑥 = argmin E c x − Y 2 (1)

(2)
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Унарная классификация: персептрон

• 𝑐(𝑥) – многослойный персептрон с 𝐿 скрытыми слоями по 𝑘
нейронов в каждом, одним нейроном в выходном слое и кусочно-
линейной функцией активации (𝐴𝑏𝑠, 𝑅𝑒𝐿𝑈, …).

Универсальная теорема аппроксимации: для 
любого 𝜖 > 0 существуют такие 𝑘 и 𝐿, что для 
любого 𝑥 ∈ 𝐾:

sup 𝑐 𝑥 − 𝑔 𝑥 < 𝜖

Таким образом, 𝜖-приближенное решение (1) теоретически существует.

Cybenko G. Approximation by superpositions of a sigmoidal function (1989)
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Унарная классификация: персептрон

Оптимизационная задача (минимизация идёт по всем 𝑐𝑛 𝑥 ∈ 𝐶 𝐿, 𝑘 ):

෍

𝑖=1

𝑛+𝑚

𝑐𝑛 𝑋𝑖 − 𝑌𝑖
2 → 𝑚𝑖𝑛

Пусть 𝑐𝑛
∗ 𝑥 – решение (3), называемое нейросетевой функцией регрессии.

• 𝑋𝑖 , 1 𝑖=1
𝑛 – размеченный набор из 𝑛 наблюдений с целевой

плотностью 𝑓 𝑥 ;

• 𝑋𝑗 , 0 𝑗=𝑛+1

𝑛+𝑚
– 𝑚 добавленных фоновых наблюдений, 𝑚 = 𝑛 ⋅

1−𝛼

𝛼
;

• 𝐶 𝐿, 𝑘 – класс 𝑴𝑳𝑷 с активацией 𝑨𝒃𝒔 и заданными 𝑳, 𝒌;

(3)
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Унарная классификация: адаптивная гистограмма

• 𝑐𝑛
∗ 𝑥 строит иерархическое разбиение 𝐾 на 𝑁

непересекающихся ячеек: 𝐾 = 𝐾1, 𝐾2, … , 𝐾𝑁

Ячейки первого слоя:
18 ячеек

Ячейки второго слоя:
121 ячейка

Ячейки выходного нейрона:
148 ячеек

Пример разбиения некоторым MLP с 𝐿 = 2, 𝑘 = 6 и 𝐴𝑏𝑠 активацией:
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Унарная классификация: адаптивная гистограмма

• ℎ𝑛 𝑥 – кусочно-постоянная функция гистограммной регрессии, 
определённая путём минимизации:

෍

𝑖=1

𝑛+𝑚

ℎ𝑛 𝑋𝑖 − 𝑌𝑖
2 → 𝑚𝑖𝑛

Минимизация осуществляется по всем кусочно-постоянным функциям, 
определённым на ячейках 𝐾𝑟 компакта 𝐾.

(4)

• Пусть 𝑋 ∈ 𝐾𝑟 → для каждой ячейки 𝐾𝑟 задача (4) сводится к

𝑛1 𝑋 ⋅ ℎ𝑛 𝑋 − 1 2 + 𝑛0 𝑋 ⋅ ℎ𝑛 𝑋 − 0 2 → 𝑚𝑖𝑛

• 𝑛𝑗 𝑋 = σ𝑖=1
𝑛+𝑚 𝐼 𝑋𝑖∈𝐾𝑟,𝑌𝑖=𝑗 ;
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Унарная классификация: адаптивная гистограмма

Дифференцируя по ℎ𝑛(𝑥) получаем решение (4):

ℎ𝑛
∗ 𝑥 =

𝑛1 𝑋

𝑛1 𝑋 + 𝑛0 𝑋
=

𝑓𝑛 𝑋

𝑓𝑛 𝑋 +
1 − 𝛼
𝛼

𝑝𝑛 𝑋

𝑛1 = 5, 𝑛0 = 3

ℎ𝑛
∗ 𝑋 =

5

5 + 3
= 0.625

𝑛1 = 1, 𝑛0 = 7

ℎ𝑛
∗ 𝑋 =

1

1 + 7
= 0.125

𝑛1 = 6, 𝑛0 = 2

ℎ𝑛
∗ 𝑋 =

6

6 + 2
= 0.75

• 𝑓𝑛 𝑋 =
𝑛1 𝑋

𝑛⋅𝑉 𝐾𝑟
– гистограммная оценка плотности 𝑓 𝑥 в ячейке 𝐾𝑟;

• 𝑝𝑛 𝑋 =
𝑛0 𝑋

𝑛⋅𝑉 𝐾𝑟
– гистограммная оценка равномерной плотности 𝑝 𝑥 в ячейке 𝐾𝑟;

• 𝑉(𝐾𝑟) – мера ячейки 𝐾𝑟.
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Унарная классификация: состоятельность
• Уменьшение ячеек: с уменьшением диаметра ячейки в ней должно 

сохраняться достаточное количество точек;

• Практика: для 𝑑 = 10, 𝑘 = 10, 𝐿 = 2, 𝑁 > 104 – нужны миллионы точек фона;

• Заполненные ячейки (есть целевые и фоновые точки): ℎ𝑛
∗ 𝑋 ≈ 𝑐𝑛

∗ 𝑋 ;

• Фоновые ячейки: ℎ𝑛
∗ 𝑋 = 0, 𝑐𝑛

∗ 𝑋 интерполируется (непрерывно);

• Области высокой плотности: 𝑐𝑛
∗ 𝑋 ≫ 0;

• Области с низкой плотностью: 𝑐𝑛
∗ 𝑋 → 0;

Devroye L. Nonparametric density estimates with improved. performance on given sets of densities (1989)

При достаточно большом 𝑛 и правильно выбранных 𝑘 и 𝐿, 
нейросетевая функция регрессия 𝑐𝑛

∗ 𝑋 может интерпретироваться
как состоятельная оценка 𝑔(𝑋).
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Гистограммная и нейросетевая регрессия

Значения 𝑐𝑛
∗ 𝑥 Значения ℎ𝑛

∗ 𝑥
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Унарная классификация: пример 1

(0, 0)

(0, 0.981) (0.991, 0.002)

(0.983, 0.925)
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Унарная классификация: пример 2

- 7x (438 точек)

- 1x (62 точки)

- 3x (188 точек)

- 5x (312 точек)

Обучающий набор данных
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-0.5

0.0
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1.0

1.0

1.5

1.5

2.0

2.0
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Унарная классификация: пример 2
(0, 0, 0, 0.966)

(0.951, 0.956, 0.963, 0)

(0, 0.949, 0.958, 0)

(0, 0.965, 0, 0)

(0.958, 0, 0, 0)

- 7x (438 точек)

- 1x (62 точки)

- 3x (188 точек)

- 5x (312 точек)

Обучающий набор данных
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-1.5
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-1.0

-1.0

-0.5

-0.5

0.0

0.0

0.5

0.5

1.0

1.0

1.5

1.5

2.0

2.0
Предсказание классификатора
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2.0
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Порог доверия

Порог 𝜷 ∈ 𝟎, 𝟏 : определяет области, в которых выход классификатора ненадёжен;

Непрерывность: MLP не может мгновенно прижаться к нулевой плоскости вне носителя;

Отказ от классификации: не принимаем решение, если 𝑐𝑛
∗ 𝑥 < 𝛽;

Влияние: чем выше порог, тем больше отказ, но и выше доверие к решению.

𝛽 = 0.1 𝛽 = 0.5 𝛽 = 0.9
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Генерация синтетических данных

• 𝑋 = 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑖 ⊂ [0,1]𝑑 – набор данных из неизвестного 
распределения с равномерно непрерывной плотностью 𝑓 𝑥 ;

• ത𝑋 = ҧ𝑥1, ҧ𝑥2, … , ҧ𝑥𝑚 – синтетический набор данных.

𝑋 ത𝑋𝑓 𝑥

синтетическая
генерация

Цель: получить новый набор данных ത𝑋, который сохраняет 
статистические и структурные свойства 𝑋.
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Создание синтетических данных: подходы

Генеративно-состязательная сеть

• Генератор: учится переводить входной нормальный шум в 
реальные данные;

• Дискриминатор: определяет, сгенерированы ли данные 
(учится отличать реальные данные от синтетических, 
используя бинарную классификацию).

Вариационный кодировщик

• Архитектура: учится восстанавливать на выходе входные 
данные, превращая скрытое пространство в нормальное;

• Генерация: после обучения оставляется только часть, 
переводящая нормальное распределение в латентном 
пространстве в целевое распределение.
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Создание синтетических данных: проблемы
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• Обучение: низкая скорость сходимости GAN, смещение к среднему у VAE

• Вероятностные оценки: отсутствуют

• Статистические свойства: сохранение не гарантируется

• Структурные свойства: сохранение не гарантируется
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Получение репродуцированных данных

Генерация фоновых точек

• Компакт: 𝐾 ⊂ 0,1 𝑑 – выровненный 
по осям гиперкуб, выходящий на 20-
50% за пределы реальных данных в 
каждом измерении);

• Отступ: обеспечивает достаточное 
количество отрицательных образцов 
для классификатора, чтобы 
распознать носитель и помогает 
прижать функцию принятия решения 
к нулевой плоскости.

• Набор точек: 𝐵 = 𝑏1, 𝑏2, … 𝑏𝑛
генерируются равномерно на 
компакте 𝐾, 𝐵 = 𝑋 (𝛼 = 0.5)

Репродуцирование

• Точки-кандидаты: генерируем ෠𝐵 =
෠𝑏1, ෠𝑏2, … равномерно на 𝐾.

• Предсказание: получаем значение

𝑐𝑛
∗(෠𝑏) для каждой точки ෠𝑏 ∈ ෠𝐵

• Правило сохранения: точка ෠𝑏

остаётся с вероятностью 𝑐𝑛
∗(෠𝑏):

෠𝑋 = ෠𝑏 ∈ ෠𝐵 | 𝜉 < 𝑐𝑛
∗ ෠𝑏

𝜉 – случайная переменная из 
равномерного распределения 𝑈(0,1)

сохранить с

вероятностью 𝑐𝑛
∗ ෠𝑏отступ

20 - 50%

Обучение классификатора

• Классификатор: 𝑐𝑛 𝑥 : [0,1]𝑑→ [0, 1];

• Набор данных: 𝑋 ∪ 𝐵 с бинарными 
метками: 

𝑐𝑛 𝑥 = ቊ
1, 𝑥 ∈ 𝑋
0, 𝑥 ∈ 𝐵

• Функция потерь: 𝑀𝑆𝐸

𝐿 = ෍

𝑥∈X

1 − 𝑐𝑛 𝑥
2
+෍

𝑏∈𝐵

0 − 𝑐𝑛 𝑏
2

• Динамический фон: каждую эпоху 
точки 𝐵 генерируются заново;

Почему MSE?

• Более плавная аппроксимация апостериорных 
вероятностей без необходимости сигмоиды;

• Поддерживает интерпретацию на основе 
гистограммы.
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Создание синтетических данных: VAE
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1

F₁
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Модель: 2-20-20-4-20-20-2
Генератор: 4-20-20-2

Обучающий набор данных

-1.0

-1.0

-0.5

-0.5

0.0

0.0

0.5

0.5

1.0

1.0
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Создание синтетических данных: GAN
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Создание синтетических данных: репродукция

Модель: 2-20-20-1
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Репродуцированные данные: пример 1

Оригинальный набор данных Выход 𝑐𝑛
∗ 𝑥

Выход ℎ𝑛
∗ 𝑥Репродуцированный набор данных

Выход 𝑐𝑛
∗ 𝑥 в 3D

Выход ℎ𝑛
∗ 𝑥 в 3D 25 / 29



Репродуцированные данные: пример 2

Оригинальный набор данных Выход 𝑐𝑛
∗ 𝑥

Выход ℎ𝑛
∗ 𝑥Репродуцированный набор данных

Выход 𝑐𝑛
∗ 𝑥 в 3D

Выход ℎ𝑛
∗ 𝑥 в 3D 26 / 29



Репродуцированные данные: пример 3

Оригинальный набор данных Выход 𝑐𝑛
∗ 𝑥

Выход ℎ𝑛
∗ 𝑥Репродуцированный набор данных

Выход 𝑐𝑛
∗ 𝑥 в 3D

Выход ℎ𝑛
∗ 𝑥 в 3D 27 / 29



Репродуцированные данные: пример 4

𝑥1/𝑥2 проекция 𝑥1/𝑥3 проекция 𝑥2/𝑥10 проекция

• Реальный 𝑿: 10-мерное Гауссово распределение.

• Синтетический набор ෡𝑿: более высокая дисперсия по сравнению с 2D.
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Заключение
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• Простая реализация: достаточно только одного класса и 
функции отбора фоновых объектов – никаких разметок или 
сложных процедур.

• Восстановление плотности распределения открывает путь к 
новым способам анализа и визуализации данных.

• Генерация синтетических данных с сохранением структурных и 
статистических свойств оригинального распределения без 
латентного пространства.

• Тонкая оценка доверия к модели: анализ областей с высокой и 
низкой уверенностью, улучшение интерпретируемости.

Интерактивный 
визуализатор

• Унарная классификация – теоретически обоснованная (ну почти) альтернатива 
многоклассовой, особенно в условиях отсутствия отрицательных примеров или 
при сильном дисбалансе классов.


